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Zur Dezentralisierung des quadratischen
Standortproblems

von

Karl Mosler
Hamburg

Dieser Beitrag untersucht das Problem, wie interdependente Aktivitdten in
einem rdumlichen Zusammenhang am giinstigsten zu verteilen sind und unter
welchen Umstinden eine giinstige Verteilung dezentral durch Preise aufrecht-
erhalten werden kann. Auf eine vorgegebene Anzahl von Standorten soll eine
Anzahl von Aktivititen verteilt werden, die in wechselseitigen raumwirtschaft-
lichen Beziehungen stehen. Eine solche Verteilung wird durch eine Matrix x
beschrieben, deren Elemente fiir jeden Standort und fiir jede Aktivitdt angeben,
auf welchem Niveau die Aktivitit an diesem Standort betrieben wird. Es liegt
nahe, die verschiedenen Verteilungen oder Zuweisungen durch eine Kosten-
funktion zu bewerten, die mindestens quadratisch in den Elementen von x ist.
Die quadratischen Terme lassen sich darin als erste Approximation der Wech-
selwirkungskosten zwischen den Aktivitidten auffassen. Ein rein quadratischer
Ansatz fiir die Wechselwirkungskosten 14Bt sich dariiber hinaus 6konomisch
aus der Annahme linearer Technologien begriinden: in einem rdumlich disso-
ziierten Leontief-Modell ist der Giiterstrom zwischen zwei Orten proportional
dem Produkt aus den beiden dortigen Aktivitdtsniveaus; unterstellt man eine
konstante Frachtrate, gilt dies auch fiir die Kosten der Transaktion.

Wir nehmen an, daB jede Aktivitit unteilbar ist und nur als Ganzes einem
Standort zugeteilt werden kann, ferner, daB jeder Standort Platz fiir nicht mehr
als eine Aktivitit bietet. Das Problem, eine quadratische Kostenfunktion unter
diesen Nebenbedingungen zu minimieren, ist in der Theorie der ganzzahligen
Programmierung als Quadratisches Zuweisungsproblem oder Quadratic As-
signment Problem (QAP) bekannt. Unter diesem Namen wurde es erstmals
1957 von Koopmans und Beckmann in ihrem vielzitierten Aufsatz “Assignment
problems and the location of economic activities” (KOOPMANS and BECKMANN
[1957]) vorgestellt. Vernachldssigt man die Kosten der Wechselwirkungen —
etwa indem man alle Frachtraten oder alle Giiterstrome Null setzt —, so wird
aus dem QAP ein lineares Zuweisungsproblem: seine optimale Losung erweist
sich sozusagen von selbst als ganzzahlig, und es gibt in jedem Fall Effizienz-
preise, mit Hilfe derer sie dezentral aufrechterhalten bleibt.

Die Frage, ob und unter welchen Umstinden auch eine im QAP optimale
Zuweisung mittels Preisen dezentralisiert werden kann, ist bereits 1957 von
Koopmans und Beckmann gestellt worden. Die Autoren kamen zu einer vollig
negativen Antwort und zogen schwerwiegende Konsequenzen beziiglich der
Funktionsfdahigkeit jedes Marktsystems, das den kostspieligen Transport von
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134/3 (1978) Quadratisches Standortproblem 465

Giitern einschlieBt. Unldngst hat HEFFLEY ([1972] und [1976]) jedoch darauf
hingewiesen, daB dieses negative Ergebnis auf eine spezielle Wahl der Para-
meter der Zielfunktion in KoOPMANS und BECKMANN [1957] zuriickzufiihren ist.
Er und HARTWICK [1974] haben Beispiele angegeben, in denen sehr wohl
Effizienzpreise existieren.

Im folgenden mochte ich notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die
Parameter des QAP herleiten, unter denen Effizienzpreise existieren, und ihre
dkonomische Bedeutung diskutieren; ferner werde ich geeignete Anderungen
der Parameter erortern und ein System von Steuern und Subventionen ange-
ben, das eine einmal erreichte optimale Zuweisung stiitzt.

Im Abschnitt 1 wird zunichst das quadratische Zuweisungsproblem und
seine Linearisierung zu einem gemischt-ganzzahligen linearen Programm be-
schrieben; Abschnitt 2 enthélt das zugehérige lineare Dualprogramm und
dessen Interpretation. Im Abschnitt 3 werden notwendige und hinreichende
Bedingungen fiir die Existenz von Effizienzpreisen zu einer optimalen Zuwei-
sung bewiesen und an einigen Anwendungsbeispielen dargelegt. Abschnitt 4
schlieBlich behandelt mogliche Anderungen der Parameter und gibt ein System
von Subventionen und Steuern an, das eine optimale Zuweisung aufrechterhalt.
Zum SchluB wird kurz das Problem der Kosten des Standortwechsel erortert.

1. Das quadratische Zuweisungsproblem und seine Linearisierung

Sei m<n und seien 4, B und C Matrizen des Formats (m x n), (m x m) bzw.
(nxn), fir deren Elemente b, 20, ¢;;20, c¢;=0 und c¢;;+c; =c; gelte; C ist
demnach eine Distanzmatrix. Wir betrachten das quadratische Zuweisungspro-
blem in der Form!:

max ) @X — 2. bucixiuXy; unter
Xii ki klij
1) Y xu<1 firi=1,2,...,n
(QAP) .
Q) Y xu=1 firk=1,2, ..., m
3) X € {0,1)

und interpretieren es als ein Standortproblem:

m Firmen (k=1, ..., m) sind auf n Standorte (i=1, ..., n) zu verteilen. Sie
produzieren mit fester Technologie ohne Substitution fiir eine ggf. feste End-
nachfrage, wobei Firma k an Firma | Zwischenprodukte des Gewichts b, liefert.
¢;; DM/kg kostet der Transport von Ort i zum Ort j. Wenn Firma k der Ort i

! Summiert werde im folgenden jeweils iiber alle Indexwerte. Generalisierungsver-
merke wie ,fiir alle ie {1, ..., n}“ sind i.d.R. unterdriickt.
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466 Karl Mosler ZgS

zugewiesen wird — d.h. wenn in (QAP) x,;=1 ist —, realisiert siec dort die
Einnahme q,;. Zu maximieren ist die Summe dieser Einnahmen abziiglich der
fir die Zwischenprodukte entstehenden Transportkosten. (1) besagt, daB jede
Firma genau einen Standort erhélt. Wie man zeigen kann, gibt es zu jeder
optimalen Losung X von (QAP) eine optimale Losung (X, y) des folgenden
gemischt-ganzzahligen linearen Programms (LQAP), und die Maximumwerte
sind gleich.

max ) @uXg — Y, CijVuij

Xyis Yiij ki klij

unter (1), (2), (3) und

(LQAP)
4 Xyi by + zj:yklji = X by — Zj:ykh’jzo

(%) yklijzo

Insbesondere 148t sich unter den optimalen Losungen von (LQAP) immer
eine auswihlen, fiir die

Yuij = by xy; Xij
gilt. Eine solche sei im folgenden jeweils gewihlt. — Ersetzt man die Ganzzahlig-

keitsforderung (3) durch die Bedingung x,;=0, erhidlt man ein gewohnliches
lineares Programm, das wir mit (L) bezeichnen:

(L) max Z AiXgi — Z CijVuiij
(x,9eZ ki klij

xeR™ yeRm™ Y xu<1,Y x;=1,
mit Z ;= {(x,y) k ! }

(% — Xgi) by + Z (yklij_yklji)SO
J

Falls B oder C die Nullmatrix ist, also im Spezialfall des linearen Zuweisungs-
problems, findet sich unter den optimalen Lésungen von (L) immer eine, die
auch (3) erfiillt und so (LQAP) und (QAP) optimal 16st. Im quadratischen
Zuweisungsproblem mit nichtverschwindenden B und C braucht dies nicht
mehr zu gelten. Bereits fiir m=n=2 lassen sich spezielle Parametermatrizen
angeben, fiir die (L) das (QAP) 16st bzw. nicht 16st2. Zwar kann man den
Zulassigkeitsbereich Z von (L) durch weitere lineare Bedingungen verkleinern
und dem Zuléssigkeitsbereich

Z:={(x,y) € Z|x;; € {0,1}}

von (LQ AP) anndhern, so daB fiir kleine n das (LQ AP) durch ein gewohnliches
LP gelst wird?; doch ist kein LP bekannt, das auch fiir groBere n dem (LQAP)

2 s. HEFFLEY [1972] S. 1157 bzw. KoopMANs and BECKMANN [1957] S. 681.
3 Fiir n<3 vgl. CoNrAD [1971] S. 61ff,, auch S. VL
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134/3 (1978) Quadratisches Standortproblem 467

dquivalent wire. Zudem fillt es schwer, den zusitzlichen Nebenbedingungen
einen 6konomischen Sinn zu geben. Dem zugehorigen dualen Programm 148t
sich erst recht kein realistischer Konkurrenzmechanismus mehr unterschieben,
der eine dezentrale Losung erlaubte.

Nun hat gerade fiir das quadratische Zuweisungsproblem als Standortpro-
blem die Frage nach einer dezentralen Losung eigenes Gewicht*. Im folgenden
werde ich ein Dualproblem zu (LQ A P) formulieren und untersuchen, fiir welche
A, B und C die im Linear Programming iiblichen Forderungen an die Dual-
variablen erfiillt werden konnen.

2. Ein Dualprogramm zu (LQ AP)

Wir betrachten das folgende gemischt-ganzzahlige lineare Max-Min-Pro-
gramm (LQAP¥):

max min ) g, +Z r— Y VX unter
Xk QoTobuy k ki

(6) qp+ri+ Zl: byuy; — Z,: byt — v =ay;

(LQAP*)

@) Upgj — Upty S €5
8) 1r; =20, u,;; =0
3 x; € {0,1}

oder anders geschrieben

(LQAP*) max min ) g, + Zr - ka‘xk,

xeX (qrv)elU k
mit X := {0, 1}™"
U:={(grv)|ge R" reR:, veR™,
es gibt ue R%*" mit (6) und (7)} .

Es l4Bt sich zeigen®:
Lemma 1: Wenn (X, y) das (LQ AP) optimal 16st, dann existieren Zahlen g, 7;,
Dy, so daB (X, g, 7, 0) optimale Losung von (LQAP*) ist, und es gilt

max (Y aux; — Z CiiVuij) = max min (Y g, + Y1 — Y vuXy)-
(x,y)eZ ki xeX (q,r,v)eU &k i ki

In der Sprache des Standortproblems kann man (LQ AP*) so interpretieren:
r; ist die Rente des Standorts r, g, die Entlohnung der Firma k; u,,; steht fiir den

4 Vgl. Koormans and BECKMANN [1957] S. 671T.
5 Etwa durch Anwendung eines Satzes von BaLas [1970] S. 185.

32 ZgS134 H3
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468 Karl Mosler ZgS

Preis einer Gewichtseinheit des Giiterbiindels (k,]) am Ort i. Die Ungleichun-
gen (7) besagen, daB der (k, ])-Preis in j den in i um hochstens die Transport-
kosten iibersteigen darf; d.h. Arbitragegeschifte sind ausgeschlossen. Y by
ist der Wert des Inputs und Y ,b,u,,; der Wert des Outputs der Firma k in i, und
wegen (6) stellt

—Uy = Gy — G—ri— Y by + Y bty
1 [

den Gewinn dar, den die Firma k am Ort i erzielt, d.h. v,; den entsprechenden
Verlust. Das Programm (LQAP*) fordert nicht v,;=0: positive Gewinne sind
nicht verboten.

Die hier eingefiihrten ,Schattenpreise” u, g, r sind eine direkte Verallgemeine-
rung der gewohnlichen LP-Schattenpreise; im Gegensatz zu den zuriickgerech-
neten dualen Variablen in ALCALY and KLEVORICK [1966] bzw. GOMORY and
BauMoL [1960] hingt ihr Wert nicht vom Verlauf eines Schnittebenenalgorith-
mus ab. Zwischen den alternativen Schattenpreiskonzepten bestehen enge
Beziehungen, auf die hier jedoch nicht eingegangen werden soll.

Sei nun (X, y) eine optimale Losung von (LQAP) und (X,q,7,¥) eine von
(LQAP*). Soll (g,7,v) als Preissystem die optimale Zuweisung X aufrechterhal-
ten, so werden iiblicherweise die folgenden klassischen Forderungen erhoben:

(a) Am zugewiesenen Standort macht Firma k keinen Verlust (sonst wiirde
sie die Produktion einstellen) aber auch keinen Gewinn; also #,;=0, falls
x,;=1. Kurg, fiir alle k, i

©) Uy X =0.

(b) Die Firma k kann an keinem anderen Ort einen hheren Gewinn erzielen
als an dem ihr zugewiesenen. Der Gewinn am zugewiesenen Ort ist X; 9; X,;;
also lautet die Bedingung fiir alle k,j

(10) Z 5ki xki = 6kj'

Die Forderung #,; X,; < 0, daB nirgends mit Verlust produziert wird, liegt
auf der Hand; sie muB jedenfalls fiir solche Firmen gestellt werden, die mit
irgendeiner anderen Firma in Austausch stehen, d.h. fiir die es ein / gibt mit
b,,>0 oder b, >0.

Dy X; =0, der AusschluB von positiven Gewinnen, hat zur Folge, daB jede
Firma effizient produziert. Wire schlieBlich fiir ein k und ein j (10) verletzt, gidbe
es ein £¢>0, so daB der Firmeninhaber k dem Standorteigner j eine hohere
Rente 7;+¢ anbieten und so ggf.® die dort ansissige Firma verdringen konnte.

Offenbar lassen sich gerade die beiden letztgenannten Forderungen abschwa-

chen, wenn man die m Firmen und n Standorte als abgeschlossenes System

¢ Genau dann, wenn Y §,;X,; <, ist.
1
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134/3 (1978) Quadratisches Standortproblem 469

ansieht und bedenkt, daB die Verdringung einer Firma grundsitzlich eine
Neuzuweisung aller Firmen nach sich zieht. Solche Uberlegungen fiihren auf
spieltheoretische Ansitze, auf die hier nicht eingegangen werden soll”. — Aus (9)
und (10) folgt

(11) =0
und
(12) 7x=0,

und umgekehrt. Wenn (11) und (12) zutreffen und auBerdem g nichtnegativ ist,
sollen g, 7 und das zugehorige # Effizienzpreise von (QAP) heien. (11) und (12)
werden nun genau dann erfiillt, wenn (LQ AP) bereits durch (L) gelost wird, wie
das folgende Lemma zeigt:

Lemma 2: Seien (X,y) und (X, g,7,7) optimale Losungen von (LQAP) bzw.
(LQAP*). Dann gilt:

(X, y) und (g, 7, ¥) sind optimale Losungen von (L) bzw. seinem Dual dann und
nur dann, wenn 9=>0 und vx=0 gilt.

Der Beweis, der auf Lemma 1 fuBt, wird hier unterdriickt. Di¢ fiir das (QAP)
definierten Effizienzpreise sind wegen Lemma 2 gerade die nichtnegativen g,r
und u, die die Effizienzbedingungen von (L) erfiillen, ndmlich

>0
(13) v,,i{ 20 falls 5,50
(14) gy g {1
iDL =cy,  falls Py = bRy >0

Ohne Einschriankung der Allgemeinheit kann man die Standorte so um-
numerieren, dal x,, =1 ist. Dann werden (13) und (14) zu

U, =0
13/ kk
(13) {v,,,.ZO
(14) {uh,, — Uy =Cy, falls by, >0
uklj_ukliScij'

3. Die Existenz von Effizienzpreisen
Ob zu einem vorgelegten (QAP) Effizienzpreise existieren, hdngt von den
Parametermatrizen 4, B und C ab.
Sei x eine optimale Zuweisung und die Standorte wieder so numeriert, da3
X =1 ist. Mit der Bezeichnung

7 Siehe dazu den Ansatz von HAUPTMANN [1978].

32+
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470 Karl Mosler ZgS
dy:=ay; + 21: (brcii — bucy)

gilt der Satz
Satz I: Die Bedingungen

(15) dy =0 fiir alle k
und
(16) dy —d; =0 fiir alle k, i
oder
(16 d; —d; 20 fiir alle &, i

sind zusammen hinreichend, die Bedingung
17) ;(dkk_dhi) =0

ist notwendig fiir die Existenz von Effizienzpreisen.

Beweis: a) Das Hinreichen der Bedingungen (15) und (16) bzw. (16') kann
man durch eine Anwendung des Farkas-Lemmas auf (13') und (14') zeigen. Es
lassen sich aber auch Effizienzpreise direkt angeben:

Setzer;:=ry:= ! min d,, fiir alle i; setze fiir alle k und I
k

3

. A
mkm ﬁ, falls 0, +0

W= Uy =
L {1 sonst,

wobei o, := ) (by—by)
1
Fiir alle k, [ und i setze

Ui 1= Uy +Chy =g + ¢y, und fiir alle k
Gi:= di— ot ug0y.

Wenn (15) gilt, dann ist r =0 und u >0; durch Einsetzen und kurzes Rechnen
erhilt man g =0 sowie (14'), ferner (13') mit Hilfe von (16). Damit wurden unter
den Voraussetzungen (15) und (16) Effizienzpreise konstruiert. An die Stelle von
(16) darf offenbar (16’) treten, da in unserem Problem die Bezeichnungen
,Firmen“ und ,,Standorte“ vertauscht werden konnen.

b) Offenbar ist die gleichmiBig gebrochene Zuweisung

b,/n firi=j
X =1/n, Yiiij= {0“ sonst

eine zuldssige Losung fiir (L); sie hat den Wert
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134/3 (1978) Quadratisches Standortproblem 471

1 1 1
- — ~Yeub, = - .,
n % Ay n % CiiDxi n % Ay

weil c;=0 ist. Wenn es Effizienzpreise gibt, die die optimale Lsung x,, =1 des
(QAP) aufrechterhalten, ist X auch optimale Lésung von (L) mit dem Wert

Z Ay — Z bucy
x Ik

der nicht kleiner als der obige sein kann; also gilt®

1
(18) Z (@ — = Z ak.-)ZZ bycy
k n 1k

was gleichbedeutend mit (17) ist. Q.E.D.

Bemerkung: An Stelle der gleichméBig gebrochenen Zuweisung kann man
auch jede andere zuldssige Losung von (L) verwenden, um eine notwendige
Bedingung herzuleiten. Fiir spezielle 4, B und C laBt sich daher (18) —
bzw. (17) — verschirfen.

Die hinreichenden Bedingungen (15), (16), (16") lauten ausgeschrieben:

(19) A — ; bycy 20
(20) Ay — ; bu‘cu.—cki; by=ay; — ;blkcti
(209 a; — ; bjic;i—cy; ; by=ay -Z bycy;.

Beim Standortproblem 4Bt sich a,; — ), byc,; als eine Nettoeinnahme
auffassen: die standortgebundene Einnahme der Firma k, wenn sie sich ceteris
paribus in i befinden wiirde, vermindert um die Transportkosten des Inputs®.
(19) bedeutet, daB diese Nettoeinnahme am optimalen Standort nicht negativ
ist. (20) besagt, daB sie am optimalen Standort die entsprechenden Nettoein-
nahmen an den anderen Standorten um mindestens c¢,; Y, b, iibersteigt,
nimlich um die Kosten, den gesamten Output von k nach i zu transportieren;
kurz, am Ort i zu produzieren, ist nicht giinstiger, als am (optimalen) Ort k zu
produzieren und dann den Output nach i zu verfrachten. (20) besagt das
Gleiche aus der Sicht des Standorteigners i.

Die notwendige Bedingung (17) bzw. (18) macht eine Aussage iiber die
erforderliche Variationsbreite der a,;. Sie fordert, daB in der optimalen Zuwei-
sung die totalen Transportkosten Y ;,byc, nicht groBer sind als die Betrége, um
die die am optimalen Ort realisierten a,, den Durchschnitt der moglichen a,;
iibersteigen, aggregiert iiber alle Firmen k.

8 Fiir eine andere Herleitung dieser Bedingung s. HEFFLEY [1972] S. 1162,
9 Sie ist gleich dem Gewinn —u,;, wenn die Renten g, und r; sowie die ab-Werk-Preise
. Null sind.
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472 Karl Mosler ZgS

Beispiel 1: Fiir die Matrizen

10 12 8 0 01 01 0 51
A=118 20 18 |,B=|1 0O O ),C=|1 0 1
13 10 15 1 0 O 1 50

ist x,, =1 optimal. Man berechnet
8 8 7,2
D:=(dy= |19 19,5 189
14 145 149
und sieht, daB (15) und (16) zutreffen, also Effizienzpreise existieren; dies,
obwohl z.B. a,, weder Zeilen- noch Spaltenmaximum ist.

Beispiel 2: Zu den Parametern

8 25 01 2 011
A=1{9 6 7],B=11 0 1),C=1{1 0 1
302 210 010

des housing-market-Beispiels von SHAPLEY and SHUBIK [1972] ist wieder
X =1 optimal und

7 3 7
D= |11 4 8
21 -1

was die notwendige Bedingung (17) — und auBlerdem (15), (16) und (16') — ver-
letzt.

Beispiel 3: (Hierarchie zentraler Orte):

Wir betrachten ein sehr einfaches Modell einer Hierarchie von Orten:
Aus n Orten ie{l1,2, ..., n} werden m ausgewihlt und mit einem Rang
ke{1,2,...,m} versehen (was den Ertrag a,; und gewisse Transportkosten zur
Folge hat). Ein Ort des Ranges k liefert seinen Output — er sei gleich f, — zu
gleichen Teilen an die Orte des hoheren Ranges; formal heit das:

by = mﬂ—kk fiur I>k
0 sonst
also z.B. im Fall m=3
B=10 0 8,
0 0 O
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134/3 (1978) Quadratisches Standortproblem 473

Sei ¢;;=1 fiir i+j. Notwendig fiir die Existenz eines Effizienzpreissystems zu
X =1 ist hier

m-—1
Z(akk_aki) Zn Z By »
ki k=1

hinreichend:
ay, =0,
ﬂl ﬂZ ﬂk—l s
> 2 k-t >
A= + m—2 + ...+ k1 fir k=2,
Bi .
B — firi<k<m
i fir k<i,k<m
Qo — A =
L, firi<k=m
n—i
0 firi>k=m.

Beispiel 4: (Problem des Handlungsreisenden):
Hier ist A die Nullmatrix und

1 fir I=k+1 (modulo m)
bu = 0 sonst .

Wenn die Route <1, 2, ..., m, 1> optimal ist und Preise existieren, muB3
wegen (18)

m—1

0= 121 ClLi+1 T Cmy

sein, also jede Kante des optimalen Weges den Wert ¢, ;,, =0 haben. Das .
Problem ist also nur dann dezentral zu 16sen, wenn es ohnehin trivial ist.

4. Anderungen der Parameter, Subventionen und Steuern

Es stellt sich die Frage, ob es ,,verniinftige* Manipulationen der Parameter gibt,
die bewirken, daB eine optimale Zuweisung durch Effizienzpreise aufrechterhal-
ten wird, oder daB zumindest eine der Bedingungen (18), (19), (20) oder (20')
zutrifft. (19) 148t sich erzwingen, indem man zu allen q,; eine Konstante addiert,
was offenbar die optimale Zuweisung nicht beriihrt. (18) 148t sich durch
Verkleinern der c;; — etwa eine proportionale ErméBigung der Transporttarife —
oder der b, erreichen; dabei bleibt jedoch im allgemeinen die Zuweisung x,, =1
nicht optimal. LBt man die b, oder die c;; gegen 0 gehen, erhdlt man ohnehin
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474 Karl Mosler ZgS

in der Grenze ein lineares Assignment-Problem. Uberdies lassen sich einige
qualitative Konklusionen ziehen: Wenn die Frachtraten zu hoch oder der
Giiteraustausch zu umfangreich ist, konnen keine Effizienzpreise existieren,
ebenso, wenn sich die standortgebundenen Einnahmen q,; beziiglich der Orte
zu wenig unterscheiden. Wenn hingegen die bei einer optimalen Zuweisung
realisierten a,; alle nicht realisierten um einen hinreichend groBen Betrag
iibersteigen und sdmtliche Transportkosten gegen diese Differenzbetrige klein
sind, gibt es Preise, die diese Zuweisung erhalten.

Wir wollen — priziser — die Frage untersuchen, wie die Matrix 4 zu
verdndern ist, damit eine optimale Losung in jedem Fall dezentralisiert werden
kann, und ersetzen zu diesem Zweck a,; durch die Summe a,;+s,;. (L) wird zu
dem nicht-ganzzahligen linearen Programm

(S) max Y (@ +5) X — . Vi
x,yeZ ki klij

dessen (gewohnliches) Dual lautet

mn Y q + Y unter
Qe T V¥ K i
(21) qtr; + ; by — ; buty; — V¥ =g + s

(8%
(22) Upgj— Uy < €5

3)  uy=0,r,20
4) vE =0

Satz 2: Seien (X,y) und (X,q,7,7) optimale Losungen von (LQAP) bzw.
(LQAP*). Sei

Ui falls x,;=1
(25) 8= 140 falls x,;=0, 9,,=0
Dy falls x,;=0, 7,; <0
(26) D=0y — Sy

Dann ist (X, y) optimale Losung von (S) und (g, 7, 7*) von (S*), und es gilt
(27 Zski X = qu + Z'-'i + Z by Cij Xy X5 — Zaki X -
ki k i klij ki
Beweis: Wegen (25) und (26) ist

(28) vf, = 0 sowie vf; = 0, falls x,;=1.

This content downloaded from 134.95.159.232 on Tue, 16 Aug 2016 11:45:27 UTC
All use subject to http://about.jstor.org/terms



134/3 (1978) Quadratisches Standortproblem 475

(X, 7)€ Z < Z ist zulissig fiir (S); §,7,,a erfiillen (7) und (8), d.h. (22) und (23),
ferner (6), also nach Einsetzen von o,;=s,;+0§; auch (21). g, 7, v* sind deshalb
zulidssig fiir (S*). Bereits fiir (LQAP) bzw. (LQAP*) gelten die Effizienzbedin-
gungen

akli (xkibkl + Z .vklji_ilibkl - Z .)_)klij)=0 >
J J

Viaij (g — g — cij) =0,

weiter gilt wegen (28)
XD = X (@ +F; + ;b,,‘a,,,,. - Zl:bk,ﬁk,,.—aki—sk,.) = 0.
Also sind (x, y) und (g, 7, 7*) auch optimal fiir (S) bzw. (S*). (27) folgt dann aus
;(a,‘ﬁski) X — ’;ijc,.jimj = ;qk + ;F,.; Q.E.D.

Der Term s,; in (S) kann — wenn er positiv ist — als ,,Subvention* interpre-
tiert werden, die gezahlt wird, wenn die Zuweisung k zu i zustandekommt; ein
negatives s,; stellt entsprechend eine ,,Steuer dar. Der Satz besagt dann: Wenn
eine optimale Zuweisung der Standorte bekannt ist, kann eine iibergeordnete
Autoritdt durch Zahlung von Subventionen und Auferlegung von Steuern eine
Situation schaffen, in der diese Zuweisung auch fiir jeden einzelnen der Akteure
— Standorteigner wie Firmeninhaber — kosteneffizient ist. Dabei werden alle
moglichen profitablen Zuweisungen (k, i) in Hohe des moglichen Gewinnes ;
besteuert und alle Verluste ersetzt, die sonst bei der optimalen Zuweisung x
entstiinden. Wurde die Einnahmenmatrix in dieser Weise verdndert, so ergibt
sich x — und die zugehorigen Giiterstrome y — als Losung des gewdhnlichen
linearen Programms (S); die effizienten Standortrenten 7; und Firmenentlohnun-
gen g, ergeben sich als Losung des zu (S) dualen Programms (S*). Die Werte der
Losung des urspriinglichen Problems (LQ A P)/(LQ AP¥) unterscheiden sich von
denen des ,,subventionierten“ Problems (S)/(S*) nur in den realisierten Gewin-
nen —p,; bzw. — ;. Die gezahlten Nettosubventionen ), s;; X,; ist wegen (27)
gleich Faktorkosten plus Transportkosten minus standortgebundenen Einnah-
men; sie ist genau dann Null, wenn (12), ndmlich 7x =0, gilt.

In der Realitit sind Verteilungen von Firmen auf Standorte héufig deshalb
stabil, weil ein Wechsel des Standorts mit Kosten verbunden ist, die den
Gewinn am neuen Standort schmilern. Die Kosten eines etwaigen Ortswech-
sels haben wir bisher vernachlédssigt. Nehmen wir nun an, fiir Firma k kostet es
e,; DM, von ihrem (optimalen) Standort k zum Standort i (i % k) iiberzuwech-
seln; dabei ist e,; als geeignete Annuitét zu verstehen. In einer solchen Situation
ist der Wechsel genau dann nicht profitabel, wenn e,; =17, —; gilt, d.h. ¢,; die
Gewinndifferenz iibersteigt. Nach Satz 2 geniigt also e,; =s,, —s,; fiir alle ki,
um die optimale Zuweisung stabil zu erhalten.
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Summary

On a Decentralization of the Quadratic Location Problem

The quadratic location problem using the Koopmans-Beckmann objective
function

Zakixhi - Zbklcijxkixlj

is discussed as an allocation model for mutually interdependent indivisible
activities. The paper begins by discussing a linearization of the problem and the
corresponding dual; next, it presents the conditions under which an optimal
assignment is sustained by efficiency prices, that is, the conditions required for
the functioning of a dezentralized market system. In addition, changes in the
parameters are discussed and a system of subsidies and taxes as well as lower
bounds for the costs of moving are presented, each of which allows a decentrali-
zation of the problem.
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